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Model Michaelis - Mentenové pro biochemickou reakci

Biochemická reakce, při ńıž reaguje substrát S s enzymem E za vzniku komplexu SE, jenž se
dále rozpadá na produkt P , byla popsána již v roce 1913 německým biochemikem Leonorem
Michaelisem a kanadskou lékařkou a biochemičkou Maud Mentenovou. Většinu informaćı o jimi
vytvořeném modelu jsem čerpal ze skript [1]. Tuto reakci lze schematicky zapsat

S + E �k1
k−1

SE, SE →k2 E + P ,

kde ki jsou konstanty charakterizuj́ıćı rychlost reakce.

Poznamenejme, že toto schéma (i model z něj odvozený) lze aplikovat na poměrně široké
spektrum problémů - kupř́ıkladu můžeme popisovat

• výživu bakteríı glukózou [1]

• očǐst’ováńı plicńıch skĺıpk̊u [2]

• odhady biodiverzity v dané oblasti [3]

• vstřebáváńı alkoholu v krvi [4]

K odvozeńı diferenciálńıch vztah̊u popisuj́ıćıch systém Michaelis-Mentenové využijeme jeden
z d̊uležitých př́ırodńıch zákon̊u, tzv. Zákon akce hmoty (Law of mass action)

“Rychlost chemické reakce je př́ımo úměrná součinu koncentraćı reaktant̊u.”

Zavedeme tedy funkce popisuj́ıćı závislost koncentraćı látek účastńıćıch se reakce na čase a
pomoćı zákona akce hmoty odvod́ıme matematický model. Pro připomenut́ı si znovu uved’me
schéma reakce.

S + E �k1
k−1

SE, SE →k2 E + P

ds

dt
= −k1se+ k−1c

de

dt
= −k1es+ (k−1 + k2)c

dc

dt
= k1es− (k−1 + k2)c

dp

dt
= k2c

kde s, e, c, p jsou koncentrace substrátu, enzymu, komplexu a produktu.

Př́ımo z těchto rovnost́ı můžeme vypozorovat několik vlastnost́ı modelu:

• koncentraci produktu vypočteme pouhou integraćı (při znalosti koncentrace komplexu)

• de
dt

+ dc
dt

= 0

• zákon zachováńı enzymu: e(t) + c(t) = e0
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• pro řešeńı počátečńı úlohy je nutné volit počátečńı podmı́nky přirozeně (s(0) = s0, e(0) =
e0, c(0) = p(0) = 0), nebot’ na počátku reakce ještě nepředpokládáme existenci komplexu
ani produktu

Enzym tedy do reakce pouze vstouṕı, stane se součást́ı komplexu, ale po rozpadu komplexu
se opět uvolńı - je tedy katalyzátorem reakce. V praxi se jedná o velké molekuly (jednoduché,
či složité b́ılkoviny). Důležité je, že enzymu stač́ı pro pr̊uběh reakce jen velmi malé množstv́ı -
proto budeme volit e0 velmi malé.

Model složený ze čtyř diferenciálńıch rovnost́ı tedy můžeme d́ıky předchoźımu pozorováńı
redukovat na pouhé dvě (pro koncentraci substrátu a komplexu). Zavedeńım následuj́ıćı sub-
stituce źıskáme bezrozměrný tvar modelu, můžeme si všimnout, že nový zavedený čas τ je
zrychleným časem proti p̊uvodńımu t, nebot’ e0 voĺıme malé (menš́ı než 1).

• τ = k1e0t, u(τ) = s(t)
s0
, v(τ) = c(t)

e0

• λ = k2
k1s0

, K = k−1+k2
k1s0

, ε = e0
s0

Plat́ı (podle pravidel derivováńı složené funkce):

ds

dt
= s0

du

dτ

dτ

dt
= s0k1e0

du

dτ

dc

dt
= e0

dv

dτ

dτ

dt
= e20k1

dv

dτ

Po dosazeńı do p̊uvodńıch rovnost́ı a několika úpravách dostáváme:

du

dτ
= −u+ (u+K − λ)v

ε
dv

dτ
= u− (u+K)v

a (numericky) řeš́ıme úlohu s počátečńımi podmı́nkami u(0) = 1, v(0) = 0. Daľśı parametry
modelu voĺıme “rozumně”, počátečńı koncentrace enzymu se předpokládá výrazně nižš́ı než
počátečńı koncentrace substrátu (ta je v bezrozměrném tvaru vždy rovna 1).

Poznámka: konstanty rychlosti reakce jsem volil poměrně ńızké, nebot’ se nepředpokládá, že
by reakce měla prob́ıhat bouřlivě. Vstupńımi parametry modelu v MATLABu a v Mathema-
tice byly p̊uvodńı parametry modelu ki, s0, e0, které byly následně přepočteny podle substitućı
uvedených výše. Nebude-li uvedeno jinak, plat́ı tyto hodnoty:

• k1 = 3, k−1 = 2, k2 = 5, s0 = 200, e0 = 0.1

Ćılem následuj́ıćıch obrázk̊u je ukázat chováńı modelu reakce při r̊uzných situaćıch (tedy co
se stane, pokud některá z d́ılč́ıch reakćı prob́ıhá výrazně rychleji než ostatńı). Začněme jakýmsi
referenčńım “normálńım stavem”.
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Obrázek 1: Koncentrace substrátu a komplexu v závislosti na čase τ (MATLAB)

Obrázek 2: Chováńı modelu v okoĺı počátku (MATLAB)

Obrázek 3: Chováńı modelu při vysoké rychlosti tvorby produktu (k2 = 50) (MATLAB)
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Obrázek 4: Chováńı modelu při vysoké rychlosti zpětného rozkladu komplexu (k−1 = 200)
(MATLAB)

Pseudostacionárńı stav komplexu

Pozorováńım chováńı modelu lze přij́ıt s hypotézou Michaelis-Mentenové: kromě krátkého ob-
dob́ı kolem počátku reakce plat́ı (nezapomı́nejme na fakt, že náš bezrozměrný model uvažuje
zrychlený čas τ):

dc
dt

= ε2 dv
dτ
≈ 0

Źıskáme tak soustavu

du

dτ
= −u+ (u+K − λ)v

0 = u− (u+K)v

Můžeme vyjádřit v pomoćı u

v =
u

u+K
Po dosazeńı do prvńı rovnice źıskáváme:

du

dτ
= −λ u

u+K
.

Separaćı proměnných, integraćı a užit́ım počátečńı podmı́nky u(0) = 1 (druhá počátečńı podmı́nka
nelze zadat, máme už jen jednu diferenciálńı rovnici) dostáváme (tzv. vněǰśı) řešeńı (v impli-
citńım tvaru)

u+K lnu = 1− λτ.

Tuto rovnici můžeme vyřešit bud’ numericky, nebo symbolicky a v vyjádř́ıme pomoćı u. Lze
předpokládat, že toto řešeńı nebude dostatečně přesně popisovat chováńı reakce v okoĺı počátku,
nebot’ tam hypotéza Michaelis-Mentenové neplat́ı. To se po vykresleńı řešeńı v Mathematice
potvrzuje. Prvńı dva obrázky jen pro ilustraci porovnávaj́ı numerické řešeńı p̊uvodńı soustavy
dvou diferenciálńıch rovnic v MATLABu a v Mathematice (jde o jakési ověřeńı konzistence
dvou výpočetńıch prostřed́ı).
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Obrázek 5: Koncentrace substrátu a komplexu v závislosti na čase τ (MATLAB)
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Obrázek 6: Koncentrace substrátu a komplexu v závislosti na čase τ (Mathematica, NDSolve)
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Obrázek 7: Porovnáńı chováńı vněǰśıho (nesingulárńıho) a ”přesného”numerického řešeńı
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Obrázek 8: Nevyhovuj́ıćı chováńı vněǰśıho řešeńı (červeně) v okoĺı počátku (rozhodně pro kom-
plex neplat́ı, že v(0) = 1!)

Singulárńı řešeńı

Pro vyšetřeńı chováńı systému bĺızko počátku (v oblasti tzv. hraničńı vrstvy, která v reálu
prob́ıhá velmi rychle) zavedeme ‘zpomalený čas ’:

σ = τ
ε

Po úpravách (zavedeńı nových funkćı pro koncentrace substrátu U(σ), komplexu V (σ) a daľśım
použit́ım pravidla pro derivováńı složené funkce (viz výše)) źıskáme soustavu

dU

dσ
= ε(−U + (U +K − λ)V )

dV

dσ
= U − (U +K)V,

v ńıž polož́ıme ε = 0 - tedy dU
dσ

= 0.
Vzhledem k počátečńı podmı́nce U(0) = 1 plat́ı ∀σ > 0 : U(σ) = 1:

dV

dσ
= 1− (1 +K)V

Separaćı proměnných a integraćı źıskáme řešeńı

V (σ) =
1

1 +K
(1− e(−(1+K)σ)).

Toto řešeńı nemůže uspokojivě aproximovat skutečné řešeńı v oblasti mimo hraničńı vrstu
(už jen proto, že předpokládáme ∀σ > 0 : U(σ) = 1), ale ukazuje se, že velmi přesně aproximuje
skutečné řešeńı uvnitř oblasti hraničńı vrstvy, viz obrázky.

7



5 10 15 20
cas

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

komplexHgreenL

Obrázek 9: Tvar singulárńıho řešeńı (křivka r̊ustu koncentrace komplexu) napov́ıdá, že p̊ujde o
dobrou aproximaci v okoĺı počátku
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Obrázek 10: Porovnáńı chováńı singulárńıho a ”přesného”numerického řešeńı uvnitř hraničńı
vrstvy
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Obrázek 11: Porovnáńı chováńı singulárńıho (červeně) a ”přesného”numerického řešeńı celkově,
mimo hraničńı vrstvu aproximace koncentrace komplexu zřetelně selhává
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Závěr

Ćılem práce bylo ověřit a na obrázkách ukázat poznatky a hypotézy týkaj́ıćı se velmi zaj́ımavého
matematického modelu biochemické reakce (Leonor Michaelis - Maud Menten). Numerické
řešeńı počátečńı úlohy soustavy dvou diferenciálńıch rovnic ukázalo odlǐsné chováńı modelu
uvnitř a vně tzv. hraničńı vrstvy reakce. Zároveň poskytlo d̊uvody pro uvažováńı tzv. hypotézy
pseudostacionárńıho stavu komplexu. Ta je základem pro odvozeńı aproximace skutečného
řešeńı, která ovšem funguje pouze mimo onu kritickou hraničńı vrstvu reakce. Zavedeńım
nového, pomaleǰśıho času lze ovšem odvodit vnitřńı (singulárńı) řešeńı, které je velmi dobrou
aproximaćı skutečného řešeńı uvnitř hraničńı vrstvy, což bylo ověřeno v softwarových výpočetńıch
nástroj́ıch a ukázáno obrázkem.
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