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Model Michaelis - Mentenové pro biochemickou reakci

Biochemicka reakce, pfi niz reaguje substrat S s enzymem FE za vzniku komplexu SE, jenz se
déle rozpada na produkt P, byla popsana jiz v roce 1913 némeckym biochemikem Leonorem
Michaelisem a kanadskou lékarkou a biochemickou Maud Mentenovou. Vétsinu informaci o jimi
vytvoreném modelu jsem ¢erpal ze skript [1]. Tuto reakci lze schematicky zapsat

S+E2} SE, SE -, E+P,
kde k; jsou konstanty charakterizujici rychlost reakce.

Poznamenejme, ze toto schéma (i model z néj odvozeny) lze aplikovat na pomérné siroké
spektrum problému - kupiikladu muzeme popisovat

e vyzivu bakterif glukézou [1]
e ocistovan{ plicnich sklipku [2]
e odhady biodiverzity v dané oblasti [3]

e vstiebavéani alkoholu v krvi [4]

K odvozeni diferencialnich vztahu popisujicich systém Michaelis-Mentenové vyuzijeme jeden
z dulezitych ptirodnich zakonu, tzv. Zakon akce hmoty (Law of mass action)

“Rychlost chemické reakce je pfimo umeérné souc¢inu koncentraci reaktantu.”
Zavedeme tedy funkce popisujici zavislost koncentraci latek ticastnicich se reakce na case a
pomoci zdkona akce hmoty odvodime matematicky model. Pro pfipomenuti si znovu uved me

schéma reakce.

S+E=)' SE, SE—, E+P

% = —kise + k_q1c

% = —kies+ (k_1 + ko)c
% = kies — (k_1 + ko)c
% = kac

kde s, e, ¢, p jsou koncentrace substratu, enzymu, komplexu a produktu.
Ptimo z téchto rovnosti muzeme vypozorovat nékolik vlastnosti modelu:

e koncentraci produktu vypoc¢teme pouhou integraci (pii znalosti koncentrace komplexu)
de | de _
e T+ =0

e zikon zachovani enzymu: e(t) + ¢(t) = eqg



e pro feseni pocatecni tlohy je nutné volit pocateéni podminky prirozené (s(0) = sg,e(0) =
eo, ¢(0) = p(0) = 0), nebot na pocatku reakce jesté nepredpokladame existenci komplexu
ani produktu

Enzym tedy do reakce pouze vstoupi, stane se soucasti komplexu, ale po rozpadu komplexu
se opét uvolni - je tedy katalyzatorem reakce. V praxi se jedna o velké molekuly (jednoduché,
¢i slozité bilkoviny). Dulezité je, Ze enzymu staci pro prubéh reakce jen velmi malé mnozstvi -
proto budeme volit ey velmi malé.

Model slozeny ze ctyt diferencialnich rovnosti tedy muzeme diky predchozimu pozorovani
redukovat na pouhé dvé (pro koncentraci substratu a komplexu). Zavedenim néasledujici sub-
stituce ziskame bezrozmeérny tvar modelu, muzeme si vSimnout, ze novy zavedeny cas T je
zrychlenym ¢asem proti ptivodnimu ¢, nebot ey volime malé (mensi nez 1).

_ _ st _ o®)
.T—klegt,u( )—;,U(T)—E
_ ko _ k_itke eq

i )\ T kisg? — kiso €= S0

Plati (podle pravidel derivovani slozené funkce):

ds _ dudr _ du
at ara Mooy,

de dvdr 5 dv
—= 60—

ar ~ “darar - OMar

Po dosazeni do puvodnich rovnosti a nékolika tpravach dostavame:

%: —u+ (u+ K —Av
dr

d

Sl = u— (u+ K)v
dr

a (numericky) fesime tlohu s poc¢dteénimi podminkami u(0) = 1, v(0) = 0. Dals{ parametry
modelu volime “rozumné”, pocatecni koncentrace enzymu se predpokladd vyrazné nizsi nez
pocatecni koncentrace substratu (ta je v bezrozmérném tvaru vzdy rovna 1).

Poznamka: konstanty rychlosti reakce jsem volil pomérné nizké, nebot se nepiedpokladd, zZe
by reakce méla probihat bouftlivé. Vstupnimi parametry modelu v MATLABu a v Mathema-
tice byly puvodni parametry modelu k;, so, €, které byly nasledné prepocteny podle substituci
uvedenych vyse. Nebude-li uvedeno jinak, plati tyto hodnoty:

L k1:3,k‘_1:2,k’2:5,802200,60:0.1

Cilem nasledujicich obrazku je ukézat chovani modelu reakce pii ruznych situacich (tedy co
se stane, pokud néktera z diléich reakei probiha vyrazné rychleji nez ostatni). Zaénéme jakymsi
referencnim “normalnim stavem”.
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Obrazek 1: Koncentrace substratu a komplexu v zévislosti na ¢ase 7 (MATLAB)
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Obrazek 2: Chovani modelu v okoli po¢atku (MATLAB)
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Obrazek 3: Chovani modelu pfi vysoké rychlosti tvorby produktu (ks = 50) (MATLAB)
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Obrazek 4: Chovani modelu pii vysoké rychlosti zpétného rozkladu komplexu (k_; = 200)
(MATLAB)

Pseudostacionarni stav komplexu

Pozorovanim chovani modelu lze pfijit s hypotézou Michaelis-Mentenové: kromé kratkého ob-
dobi kolem pocatku reakce plati (nezapominejme na fakt, ze nas bezrozmérny model uvazuje
zrychleny cas 7):

de _ _2dv o
dt

Ziskdme tak soustavu

du
— = —u+u+K-—-ANv
dr ( )
0= u—(u+ K)v
Muzeme vyjadrit v pomoci u
u
v =
u+ K
Po dosazeni do prvni rovnice ziskavame:
du u
dr  Tu+ K’

Separaci proménnych, integraci a uzitim pocatetni podminky u(0) = 1 (druhd pocéteéni podminka
nelze zadat, mdame uz jen jednu diferencidlni rovnici) dostavame (tzv. vnéjsi) feseni (v impli-
citnim tvaru)

u+Klnu=1- 7.

Tuto rovnici muzeme vyiesit bud numericky, nebo symbolicky a v vyjadifme pomoci u. Lze
predpokladat, ze toto feseni nebude dostatecné presné popisovat chovani reakce v okoli pocatku,
nebot tam hypotéza Michaelis-Mentenové neplati. To se po vykresleni feseni v Mathematice
potvrzuje. Prvni dva obrazky jen pro ilustraci porovnavaji numerické reseni puvodni soustavy
dvou diferencidlnich rovnic v MATLABu a v Mathematice (jde o jakési ovéfeni konzistence
dvou vypocetnich prostiedi).
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Obrazek 5: Koncentrace substratu a komplexu v zévislosti na ¢ase 7 (MATLAB)

komplex(green) — substrat(blue)
10

0.8
0.6
0.4

0.2

50 100

cas
150 200

Obrazek 6: Koncentrace substratu a komplexu v zavislosti na case 7 (Mathematica, NDSolve)
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Obrézek 7: Porovnani chovani vnéjsiho (nesinguldarniho) a ”presného” numerického reseni
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Obrazek 8: Nevyhovujici chovani vnéjsiho feseni (Cervené) v okoli poc¢atku (rozhodné pro kom-
plex neplati, ze v(0) = 1!)
Singularni reSeni
Pro vysetieni chovani systému blizko poc¢atku (v oblasti tzv. hranic¢ni vrstvy, kterd v redlu
probihd velmi rychle) zavedeme ‘zpomaleny cas ’:

o=1

Po dpravéach (zavedeni novych funkei pro koncentrace substratu U(o), komplexu V(o) a dalsim
pouzitim pravidla pro derivovéani slozené funkce (viz vyse)) ziskdme soustavu

dU
— = g(— K-\
. e(-=U+ (U + W)
dVv
— = U—-U+K)V,
do

v niz polozime € = 0 - tedy % = 0.

Vzhledem k pocatecni podmince U(0) = 1 plati Vo > 0: U(o) = 1:

dV
—=1-(1+K)V
do

Separaci proménnych a integraci ziskdme reSeni

Toto Teseni nemuze uspokojivé aproximovat skutecné feseni v oblasti mimo hrani¢ni vrstu
(uz jen proto, ze predpokladdme Vo > 0 : U(o) = 1), ale ukazuje se, ze velmi presné aproximuje
skutecné feseni uvniti oblasti hrani¢ni vrstvy, viz obrazky.



komplex(green)
10t

08t
06

04l

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 Cas
5 10 15 20

Obrazek 9: Tvar singuldrniho teseni (kfivka rustu koncentrace komplexu) napovidd, ze pujde o
dobrou aproximaci v okoli poc¢atku
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Obréazek 10: Porovnéani chovani singularniho a ”pfesného”’numerického feseni uvnitt hraniéni
vrstvy
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Obrazek 11: Porovnani chovéni singuldrniho (¢ervené) a ” presného” numerického teseni celkove,
mimo hrani¢ni vrstvu aproximace koncentrace komplexu zietelné selhava



Z.aveér

Cilem préce bylo ovéfit a na obrazkach ukazat poznatky a hypotézy tykajici se velmi zajimavého
matematického modelu biochemické reakce (Leonor Michaelis - Maud Menten). Numerické
feSeni pocatecni tlohy soustavy dvou diferencialnich rovnic ukazalo odlisné chovani modelu
uvnitt a vné tzv. hrani¢ni vrstvy reakce. Zaroven poskytlo duvody pro uvazovani tzv. hypotézy
pseudostacionarniho stavu komplexu. Ta je zdkladem pro odvozeni aproximace skuteé¢ného
reSeni, kterd ovsem funguje pouze mimo onu kritickou hrani¢ni vrstvu reakce. Zavedenim
nového, pomalejsiho ¢asu lze ovsem odvodit vnitin{ (singuldrni) feseni, které je velmi dobrou
aproximaci skuteéného reseni uvnitt hranic¢ni vrstvy, coz bylo ovéreno v softwarovych vypocetnich
nastrojich a ukazano obrazkem.
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